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Program dela
V magistrskem delu obravnavajte Steinerjev porizem, ki pravi, da £e
za dani nesekajo£i kroºnici v ravnini obstaja zaprta Steinerjeva veriga,
potem je takih verig neskon£no mnogo. Pojem Steinerjeve verige posplo-
²ite za primer dveh nesekajo£ih sfer v trirazseºnem prostoru in pokaºite
trirazseºni analog Steinerjevega porizma.
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Steinerjev porizem in njegova prostorska analogija
Povzetek
Steinerjevo verigo sestavlja zaporedje kroºnic tangentnih na dani dve nesekajo£i se
kroºnici, zaporedna £lena zaporedja pa sta med sabo tangentna. Inverzija na kro-
ºnico, o kateri dokaºemo nekaj lastnosti, nam problem prevede v iskanje Steinerjeve
verige med dvema koncentri£nima kroºnicama. Uspeli smo poiskati tudi formulo
(3.3), preko katere lahko hitro preverimo, ali Steinerjeva veriga obstaja ali ne in iz
koliko kroºnic je sestavljena. Nastavili smo tudi pot iskanja re²itve preko Möbiouso-
vih transformacij.
Analogija v prostoru kroºnice nadomesti s sferami, Steinerjevo verigo pa nadomesti
ustrezna Steinerjeva druºina sfer, katere sredi²£a v koncentri£nem primeru so ogli²£a
ustreznih Platonskih teles. Re²itve prou£ujemo z obravnavo prostorskih kotov. Tudi
tukaj smo na²li formulo (5.4), ki pove za kateri sferi je sploh moºno poiskati take
druºine sfer.
Steiner chain and its spatial analogy
Abstract
The Steiner chain consists of a set of circles, which are tangent to two given non-
intersecting circles and each circle in the chain is tangent to the previous and next
circle in the chain. Inversion in a circle, for which we have proven some properties,
translates the problem into the search of a Steiner chain between two concentric
circles. We have also succeeded in ﬁnding a formula (3.3) that makes it easier to
check whether the Steiner chain exists and how many circles it consists of.
Through analogy in space, circles are replaced by spheres, whereas the Steiner chain
is replaced by the Steiner family of spheres whose centers in concentric cases are the
angles of corresponding Platonic solids. Solutions are studied through the treatment
of solid angles. Here too, we have found a formula (5.4) which tells us which spheres
it is possible to ﬁnd the Steiner family of spheres for.
Math. Subj. Class. (2010): 51M04, 51M20, 51B10
Klju£ne besede: inverzija £ez kroºnico, Steinerjev porizem, Steinerjeva veriga,
potenca to£ke, inverzija v prostoru, diederski kot, prostorski kot, Platonsko telo,
Eulerjeva poliederska formula
Keywords: circle inversion, Steiner's Porism, Steine chain, point's circle power,
sphere inversion, dihedral angle, solid angle, Platonic polyhedra, Euler's polyhedron
formula
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1 Uvod
Uvod je povzet po [6] in [11]. Znano je, da ljudje ºe vsaj nekaj tiso£letij razre²ujejo
razne matemati£ne probleme, ki jih opazijo v naravi. Znan je primer, ko so po
vsakoletnih poplavah v Egiptu, na novo dolo£ali meje zemlji²kih posestev. Pri tem
so ugotovili, da velja Pitagorov izrek. Od tod naj bi ta veja matematike dobila tudi
ime: merjenje zemlje, oziroma kasneje geometrija (Gea - Zemlja, metros - merjenje).
Najbolj so jo razvili Grki. Po£asi so matemati£ne probleme znali oblikovati v splo²ne
trditve, ki so jih nato dokazali. Tekom stoletij se je nabralo kar veliko znanja, kar je
Evklid okoli leta 300 pred na²im ²tetjem zbral v zbirko trinajstih knjig, imenovanih
Elementi. S petimi postulati je postavil jasne temelje evklidski geometriji, ki je nato
stoletja prevladovala v svetu.
Slika 1: [6], Jakob Steiner
Matematika se je nato razvijala predvsem na vzhodu, kjer je Al Hvarizmi namesto
z opisom matemati£ni problem prvi£ zapisal s pomo£jo neznanke, kar je ²ele v 17.
stoletju na ve£ neznank raz²iril utemeljitelj analiti£ne geometrije René Descartes. Z
novimi algebrskimi pristopi, so matematiki geometriji dali nove razseºnosti. Med
njimi izstopa Jakob Steiner. Rodil se je leta 1796 blizu Berna v vici. Bil je u£enec
znanega Heinricha Pestalozzija, ki je ubiral takrat nove metode u£enja. tudij je
nadaljeval tri leta v Heidelbergu, kjer se je preºivljal kot tutor in tako nadaljeval
tudi pozneje v Berlinu, kjer se je spoznal z ustanoviteljem matemati£ne revije A. L.
Crellejem. Slavo mu je prinesla objava dela Systematische Entwicklung der Ahaen-
gigkeit geometrischer Gestalten voneinander, kar bi lahko prevedli kot Sistemati£na
obravnava odvisnosti geometrijskih oblik med sabo. Prejel je £astno diplomo uni-
verze v Königsbergu, kjer je deloval slavni C. G. Jacobi in prevzel mesto profesorja
geometrije v Berlinu. Zadnja leta je nato preºivel v rojstni vici, kjer je leta 1863
umrl.
Ukvarjal se je predvsem z geometrijo in velja za utemeljitelja moderne sinteti£ne
geometrije in enega od ustanoviteljev projektivne geometrije. Naravnost sovraºil
je analiti£en pristop k geometriji. Uvajal je pojem svin£nik kroºnice, se ukvarjal s
kombinatori£nimi problemi, kot je vpra²anje na najve£ koliko delov lahko razdelimo
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prostora z n ravninami. tevilne trditve, ki jih je uspel dokazati v zelo splo²nih
oblikah so mu upravi£eno nadale naziv najve£jega geometrista po Apolloniju.
V drugem poglavju magistrskega dela si bomo pogledali nekaj lastnosti inverzije
na kroºnico in potenci to£ke, s katerimi si bomo pripravili ustrezna orodja, za do-
kazovanje Steinerjevega porizma (3.1), kar si bomo pogledali v tretjem poglavju.
Dokazali bomo tudi formulo (3.3), ki nam povzame odgovor na to, ali obstaja Stei-
nerjeva veriga med dvema kroºnicama in s koliko kroºnic je sestavljena. V zaklju£ku
tretjega poglavja si bomo pogledali pristop re²evanja s pomo£jo Möbiousovih trans-
formacij.
V £etrtem poglavju smo najprej deﬁnirali kaj je to Steinerjeva druºina sfer, nato
pa dokazali nekaj lastnosti inverzije na sfero in dokazali Steinerjev porizem v pro-
storu. Na vpra²anje, ali med dvema sferama obstaja Steinerjeva druºina sfer, smo
si odgovorili s pomo£jo Platonovih teles in pri²li do iskane formule (5.4).
2 Steinerjeva veriga
Dokazal je zanimivo trditev o postavitvi kroºnic med danima dvema kroºnicama,
ki jo bomo v nadaljevanju spoznali. Za razre²itev problema pa si najprej poglejmo,
kaj je to Steinerjeva veriga.
Deﬁnicija 2.1. Steinerjeva veriga je zaporedje kroºnic, ki so vse tangentne na
dani dve kroºnici, ki nimata skupnih to£k, hkrati pa velja, da sta tudi zaporedna
dva £lena tangentna med sabo. Steinerjeva veriga je zaprta, £e jo sestavlja kon£no
zaporedje, pri £emer sta prva in zadnja kroºnica zaporedja tangenti med seboj.
e si pogledamo primera na sliki 2, opazimo, da je lahko zaprta Steinerjeva veriga
sklenjena tako, da se nobena dva £lena med seboj ne sekata; lahko pa pride do
primera, ko se nekatere kroºnice zaporedja sekajo med seboj, vendar zanj ²e vedno
velja, da sta zaporedni dve tangentni med sabo. V nadaljevanju bomo na skicah
opazovali samo primere, ko se kroºnice zaporedja ne sekajo med seboj, vsi dokazi pa
veljajo tudi za drug primer. Povzeto po [21].
Sku²ali bomo pokazati, da £e taka zaprta veriga obstaja za dani dve kroºnici, po-
tem je takih verig neskon£no. To nam zagotavlja prvi oziroma klasi£en Steinerjev
porizem.
2.1 Inverzija
Ker bo na² dokaz potekal s pomo£jo inverzije na kroºnico, si najprej oglejmo po-
tenco to£ke glede na kroºnico, ki nam bo pomagala razumeti kaj se dogaja v ozadju
dokaza. Poglavje je povzeto po [7, poglavje 1], [8].
Naj bo Π evklidska ravnina, na kateri leºi kroºnica K s sredi²£em S in polmerom r
ter A poljubna to£ka iz ravnine, ki ni sredi²£e S.
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Slika 2: Zaprti Steinerjevi verigi
Deﬁnicija 2.2. Evklidsko ravnino Π dopolnimo s to£ko v neskon£nosti S∞ in jo
ozna£imo s Π. Inverzija na kroºnico K je bijektivna preslikava iK : Π → Π, za
katero mora veljati:
• e je A ∈ Π \ S, leºi iK(A) = A′ na poltraku pSA (poltrak z za£etkom v S, ki
gre skozi A), tako, da velja SA · SA′ = r2, pri £emer smo s
• Sicer iK(S) = S∞ oziroma obratno iK(S∞) = S.
Geometrijska konstrukcija
e poljubna to£ka A v ravnini leºi izven kroga, omejenega s kroºnico K, potem skozi
njo na£rtajmo tangento na na²o kroºnico (glej sliko 3). Tam kjer dobimo dotikali²£i
tangente na kroºnico ozna£imo to£ki B1 oziroma B2. Skozi njiju nari²emo premico,
pravokotno na premico skozi sredi²£e in to£ko A. V se£i²£u z dano premico ozna£imo
to£ko A′.
Slika 3: Inverzija to£ke
Obratno velja, £e na²a izbrana to£ka v ravnini leºi znotraj krog, ki ga omejuje na²a
kroºnica, tedaj skoznjo nari²emo pravokotnico na poltrak iz S, ki poteka skozi A.
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Skozi prese£i²£i pravokotnice in kroºnice na£rtamo tangenti, ki se sekata v skupni
to£ki na poltraku pSA. Ozna£imo jo z A′.
Da pa je dobljena to£ka A′ res iK(A) se prepri£ajmo s pomo£jo Talesovih izrekov.
Ti nam povedo, da sta trikotnika △SAB in △SBA′ podobna, saj imata paroma
skladne kote (]ASB ≃ ]ASB in ]SAB ≃ ]SBA′):
SA : SB = SB : SA′,
SA : r = r : SA′,
r2 = SA · SA′.
Iz poteka konstrukcije lahko opazimo, da je na²a preslikava involucija. Torej:
iK(iK(A)) = iK(A
′) = A.
Lema 2.3. i. Poljubna kroºnica, ki poteka skozi A in A′ je pravokotna na K.
ii. Vsaka kroºnica C, ki seka kroºnico K pod pravim kotom se preslika sama vase.
iK(C) = C.
Za dokaz posledice bomo potrebovali ²e eno geometrijsko orodje in sicer potenco
to£ke na kroºnico.
2.2 Potenca to£ke na premico
Deﬁnicija 2.4. Naj kroºnica K in to£ka P leºita na ravnini. Premica skozi to£ko
P naj seka kroºnico v to£kah Q1 in Q2. Vrednost skalarnega produkta
−−→
PQ1 · −−→PQ2
imenujemo potenca to£ke P glede na K.
Lema 2.5. [9, trditev 1] Naj leºita to£ka P in kroºnica K na ravnini. Na£rtajmo
premico p skozi P , kot v 2.4 deﬁniciji. Skalarni produkt
−−→
PQ1 · −−→PQ2 je odvisen le od
to£ke P in kroºnice K.
Dokaz leme. Na£rtajmo iz to£ke P poleg p ²e eno poljubno premico, ki bo sekala
kroºnico v to£kah Q′1 in Q
′
2. Lo£imo primere, ko to£ka P leºi izven ali v krogu, ki
ga omejuje kroºnica, ali pa leºi na kroºnici.
1. To£ka P leºi zunaj kroga.
Poglejmo si ²tirikotnik Q1Q2Q′1Q
′
2. Ker vse to£ke leºijo na kroºnici, je ²tirikot-
nik tetiven in zato velja, da sta kota ]PQ1Q′2 in ]PQ′1Q2 ter kota ]PQ2Q′1
in ]PQ′2Q1 skladna. Po Talesovem izreku sta trikotnika △PQ2Q′1 in △PQ′2Q1
podobna. Sledi:
−−→
PQ2−−→
PQ′2
=
−−→
PQ′1−−→
PQ1
⇒ −−→PQ2 · −−→PQ1 =
−−→
PQ′1 ·
−−→
PQ′2 .
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Slika 4: Potenca zunanje to£ke na kroºnico
2. To£ka P leºi v krogu. e si iz spodnje skice 5 ogledamo tetivo Q1Q′1, vemo,
da sta obodna kota ]PQ′2Q1 in ]PQ2Q′1 skladna. Enako sklepamo tudi za
kota ]PQ1Q′2 in ]PQ′1Q2. Vemo, da velja, da sta kota ]Q′2PQ1 in ]Q2PQ′1
skladna, saj sta kota sovr²na. Torej drºi, da sta si trikotnika△PQ2Q′1 in△PQ′2Q1
podobna in lahko zopet sklepamo, da drºi enakost:
−−→
PQ2 · −−→PQ1 =
−−→
PQ′1 ·
−−→
PQ′2 .
Slika 5: Potenca notranje to£ke na kroºnico
3. To£ka P leºi na kroºnici.
V tem primeru je
−−→
PQ1 = 0 ali
−−→
PQ2 = 0. Brez ²kode za splo²nost lahko
privzamemo, da je P = Q1. Torej bo produkt
−−→
PQ1 · −−→PQ2 = 0, za vsak
Q2 ∈ K, ki bo leºal na prese£i²£u kroºnice in poljubne premice skozi P .

Lema 2.6. [9, trditev 2] Naj leºita to£ka P in kroºnica K s polmerom r in sredi²£em
S v ravnini. Potenca to£ke P glede na kroºnico K je enaka
−→
PS2 − r2.
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Dokaz. Po zgornji lemi vemo, da je potenca to£ke P neodvisna od izbire premice
skoznjo. Izberimo si premico skozi P in S. Potenca
−−→
PQ1·−−→PQ2 = (−→PS−r)·(−→PS+r) =−→
PS2 − r2. 
Dokaz leme 2.3.
i. Vemo, da je potenca to£ke S na iskano kroºnico C enaka
−→
SA · −−→SA′ ta pa je
enaka t2, kjer je t odsek tangente na iskano kroºnico C. Ker je
−→
SA · −−→SA′ =
r2 = t2 =
−→
ST 2, to velja za poljubno to£ko T od S oddaljeno za r. Ker ST leºi
na tangenti na iskano kroºnico C, sta kroºnici med sabo pravokotni.
Slika 6: Neodvisnost od izbire premice
ii. Naj kro£nica C seka kroºnico K pod pravim kotom in naj bo A poljubna to£ka
s C. Eno od se£i²£ C in K ozna£imo s T . Potenca to£ke S na kroºnico C je
enaka
−→
ST 2 = t2. Naj bo C taka to£ka s K, da velja, t2 =
−→
SA · −→SC. To pa je
enako t2 = r2 =
−→
SA · −−→SA′. Torej je C = A′, saj leºi na enaki oddaljenosti od
S in na istem poltraku TSA.

Izrek 2.7. [9, izrek 1] Naj bosta K1 in K2 nekoncentri£ni kroºnici. Mnoºica to£k
(potenciala), ki imajo enako potenco glede na kroºnici, je neka premica pravokotna
na nosilko sredi²£ obeh kroºnic.
Dokaz. Predpostavimo, da se kroºnici sekata. Naj bo N taka to£ka na nosilki
sredi²£ med sredi²£ema, da zanjo velja, da sta potenci na obe kroºnici enaki. Brez
²kode za splo²nost naj N leºi v izhodi²£u. Torej velja:
a(2r − a) = b(2R− b) (2.1)
Naj bo T s koordinatami (d, v) poljubna to£ka v ravnini. elimo deﬁnirati take
to£ke, da bi bili potenci na obe kroºnici enaki. Potenca T na K1 je enaka:
−→
TA · −→TB = (√v2 + (d− a+ r)2 − r)(√v2 + (d− a+ r)2 + r) .
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Slika 7: Iskanje to£k z enako potenco na kroºnici
Podobno je potenca to£ke T na K2 enaka:
−→
TC · −→TD = (√v2 + (d+ b−R)2 −R)(√v2 + (d+ b−R)2 +R) .
Pri tem sta d in v poljubni realni ²tevili. Zanjo velja:
−→
TA · −→TB = −→TC · −→TD,(√
v2 + (d− a+ r)2 − r)(√v2 + (d− a+ r)2 + r) =
=
(√
v2 + (d+ b−R)2 −R)(√v2 + (d+ b−R)2 +R),
v2 + d2 + a2 + r2 − 2ad+ 2dr − 2ar − r2 =
= v2 + d2 + b2 +R2 + 2bd− 2dR− 2bR−R2,
a2 − 2ad+ 2dr − 2ar = b2 + 2bd− 2dR− 2bR,
2.1−→ −2ad+ 2dr = 2bd− 2dR,
d(−a+ r − b+R) = 0 .
Iz ena£be razberemo, da je d = 0 ali −a + r − b + R = 0. Denimo, da velja d = 0.
To pa ravno pomeni, da mora to£ka, £e ºelimo, da sta potenci na obe kroºnici enaki,
leºati na premici p, ki je pravokotna na nosilki sredi²£ in poteka skozi N . Hkrati pa
vemo, da na p leºita tudi prese£i²£i kroºnic. Ker so to£ke konstruirane simetri£no
glede na nosilko sredi²£, na²a premica p to seka pod pravim kotom.
e to ne drºi, potem mora veljati, da je −a+ r− b+R = (R− a) + (r− b) = 0. To
je moºno le v primeru, da se kroºnici sekata tako, da potekata skozi sredi²£e druga
drugi. V tem primeru ponovno deﬁnirajmo potenci to£ke T s koordinatama (d, v)
na obe kroºnici. Ker ºelimo, da sta potenci enaki, drºi zveza:
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−→
TA · −→TB = −→TC · −→TD,(√
v2 + (d+ a)2 − r)(√v2 + (d+ a)2 + r) =
=
(√
v2 + (d− a)2 − r)(√v2 + (d− a)2 + r),
v2 + d2 + a2 − 2ad− r2 = v2 + d2 + a2 + 2ad− r2,
4ad = 0.
Ker smo predpostavili, da je d razli£en od 0, velja a = 0. To pa je v protislovju s
tem, da sta kroºnici nekoncentri£ni, saj bi dobili izrojen primer.
e sta si kroºnici tangentni, dobimo ena£bo d(r + R) = 0, iz £esar sledi, da to£ke,
ki imajo enako potenco na obe kroºnici, leºijo na tangenti skozi dotikali²£e.
e se kroºnici slu£ajno niti ne sekata, niti si nista tangentni, nari²imo ²e eno kroºnico
L, tako, da bo ta sekala K1 in K2, in nari²emo potencialo glede na K1 in L ter K2
in L (skica 8). V se£i²£u obeh potencial smo tako na²li to£ko P , katere potenci na
obe kroºnici K1 in K2 sta enaki. Naj bo N tista to£ka na nosilki sredi²£, ki leºi
med kroºnicama, za katero velja, da sta potenci na obe kroºnici enaki. Iz slike 8
vemo, da potem velja a(a + 2R) = b(b + 2r). Naj bo T poljubna to£ka v ravnini s
koordinatami (d, v) (slika 8). Sredi²£e SK1 pa naj leºi v izhodi²£u. elimo, da sta
potenci to£ke P na obe kroºnici enake, torej velja:
−→
TA · −→TB = −→TC · −→TD,(√
v2 + (R + a+ d)2 −R)(√v2 + (R + a+ d)2 +R) =
=
(√
v2 + (r + b− d)2 − r)(√v2 + (r + b− d)2 + r),
v2 +R2 + a2 + d2 + 2Ra+ 2Rd+ 2ad−R2 =
= v2 + r2 + b2 + d2+2br − 2rd− 2bd− r2,
2d(a+ b+ r +R) = 0 .
Po predpostavki je a+ b+ r+R razli£en od 0, torej enakost potence to£k dobimo le,
£e je d = 0. To pomeni, da vse take to£ke leºijo na pravokotnici na nosilko sredi²£,
ki poteka skozi P . 
Lema 2.8. Inverzija ohranja velikost kotov.
Dokaz. S pomo£jo skice si najprej poglejmo, da ^SAC ∼= ^SC ′A′, kar nam bo
v nadaljevanju omogo£ilo dokaz leme. tirikotnik AA′C ′C je tetivni. Velja zveza
^SAC ∼= ^SC ′A′, saj v tetivnem ²tirikotniku velja ^ACC ′ + ^AA′C ′ = π →
^SCA = π − ^ACC ′ = ^AA′C ′ ∼= ^SA′C ′.
Podobno velja, da je ^SAC ∼= ^SC ′A′, iz £esar po Talesovem izreku sledi:
△SAC ≈ △SC ′A′
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Slika 8: Iskanje potenciale
Slika 9: Primerjava kotov
S skice lahko razberemo tudi naslednje enakosti:
^ACB = ^SCB − ^SCA
^A′C ′B′ = ^SB′C ′ − ^SA′C ′
⇒ ^ACB = ^A′C ′B′
Torej inverzija kote ohranja. 
Lema 2.9. [12, poglavje 22.1.] Kot med dvema sekajo£ima se kroºnicama je enak
kotu med sekajo£ima se slikama teh kroºnic.
Dokaz. Ena£bo kroºnice lahko zapi²emo kot
(X + p)2 + (Y +−q)2 = R2.
e za c1 vzamemo p21+q
2
1−R21 in podobno c2 = p22+q22−R22, lahko ena£bo prevedemo
do oblike:
C1(X, Y ) = X
2 + Y 2 + 2p1X + 2q1Y + c1 = 0, in
C2(X, Y ) = X
2 + Y 2 + 2p21X + 2q2Y + c2 = 0.
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Naj bosta O1 in O2 centra kroºnic, to£ka P pa naj bo prese£i²£e obeh kroºnic. Vemo,
da se vektorja O1P in O2P sekata pod enakim kotom, kot tangenti na kroºnici v
to£ki P . To pa je ravno kot, pod katerim se kroºnici sekata.
Kosinusna ena£ba pravi, da je:
|O1O2|2 = |O1P |2 + |O2P |2 − 2|O1P ||O2P | cos(O1PO2).
e upo²tevamo, da je |O1O2|2 = (p1 − p2)2 + (q1 − q2)2, |O1P | = p21 + q21 − c1 in
podobno |O2P | = p22 + q22 − c2, dobimo:
cos θ =
(p21 + q
2
1 − c1) + (p22 + q22 − c2)− (p1 − p2)2 + (q1 − q2)2
2R1R2
,
cos θ =
2p1p2 + 2q1q2 − c1 − c2
2R1R2
.
Sedaj kroºnici slikajmo z inverzijo na kroºnico s sredi²£em O, za kar lahko brez
izgube spo²nosti vzamemo kar (0, 0). Dobimo ena£ni kroºnic:
C′1(X, Y ) = c1(X2 + Y 2) + 2k2(2p1X + 2q1Y ) + k4 = 0 in
C′2(X, Y ) = c2(X2 + Y 2) + 2k2(2p2X + 2q2Y ) + k4 = 0.
Tudi tukaj lahko zapi²emo formulo za kot med slikanima kroºnicama in ob upo²te-
vanju, da je R
′
1
R1
= k
2
|c1| in podobno
R′2
R2
= k
2
|c2| , dobimo ena£bo:
cos θ′ =
2 (p1p2+q1q2)−c2−c1
c1c2
2k
2R1
|c1|
k2R2
|c2|
· |c1c2|
c1c2
,
cos θ′ =
2(p1p2 + q1q2)− c2 − c1
2k4R1R2
.
To pa je ravno na predznak natan£no enako cos θ. 
Lema 2.10. [2, poglavje 7.] Kroºnica, ki poteka skozi sredi²£e inverzije, se preslika
v premico.
Dokaz. Naj bo p premica, ki ne poteka skozi sredi²£e inverzije S. To£ko P postavimo
na premico tako, da je vektorQP pravokoten na premico, to£kaQ pa naj bo poljubna
s premice, razli£na od P . Inverzija preslika to£ko P v to£ko P ′ in to£ko Q v to£ko Q′.
Vemo, da je kot ]SPQ = ]SQ′P ′ = π
2
. To£ka Q′ torej leºi na kroºnici s premerom
SP ′.
Ker je inverzija involucija, velja tudi, da se premica, ki ne poteka skozi izhodi²£e,
preslika v kroºnico skozi zhodi²£e inverzije. 
Opazili smo ºe, da se kroºnice, ki so pravokotne na izbrano kroºnico K, ki deﬁnira
inverzijo, preslikajo same vase. Ker je inverzija involucija, vemo tudi, da se kroºnice,
ki potekajo skozi izhodi²£e preslikajo v premice. Kam pa se preslikajo kroºnice, ki
ne ustrezajo nobenemu od zgoraj na²tetih primerov?
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Slika 10: Inverz kroºnice skozi sredi²£e inverzije
Naj bo C poljubna kroºnica s sredi²£em SC, ki ne poteka skozi sredi²£e inverzije
S, premica p pa naj poteka skozi sredi²£e SC in S. Ozna£imo s to£kama A in B
prese£i²£i premice p s kroºnico C, to£ka C pa naj bo poljubna, razli£na od A in B,
s kroºnice C. Priredimo jim inverze in jih ozna£imo z A′, B′ ter C ′.
Ker se z inverzijo koti ohranjajo velja enakost:
^ACB = ^A′B′C ′ = π
2
, ∀C ∈ C.
Od tod vidimo, da je tudi i(C) kroºnica.
Posledica 2.11. [3, izrek 1.1] Vse premice skozi sredi²£e inverzije se preslikajo same
vase.
Dokaz. Za premico p skozi izhodi²£e velja i(p) ⊆ p, po deﬁniciji inverzije. Ker
velja, da je inverzija tudi involucija, velja torej: p = i(i(p)) ⊆ i(p) ⊆ p. Torej velja
p = i(p). 
3 Steinerjev porizem
Trditev 3.1. Klasi£en Steinerjev porizem:
e obstaja zaprta Steinerjeva veriga z n kroºnicami za dani kroºnici K in L s pra-
znim presekom, potem je zaprtih Steinerjevih verig z n kroºnicami zunaj ali med
danima dvema kroºnicama neskon£no. e ve£, vsaka kroºnica tangentna na kroºnico
K in L je del vsaj ene zaprte verige.
Dokazovali bomo s pomo£jo [2, str. 154 - 159] ter [1]. Deﬁnirajmo si kaj pomeni
leºati zunaj ali med kroºnicama. Leºati zunaj kroºnic, bomo razumeli, kot leºati
zunaj obeh krogov, ki ju ti kroºnici omejujeta. Leºati med kroºnicama pa bomo
razumeli kot, da leºi znotraj kroga omejenega z ve£jo kroºnico in zunaj kroga ome-
jenega z manj²o kroºnico.
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Slika 11: Razli£ni zaprti Steinerjevi verigi
Za dani kroºnici teºko opi²emo, ali se bo veriga se²la ali ne. Sicer obstaja na£rt
konstruiranja posameznih kroºnic iz verige, ki se dotikajo K, L in prej²nje kroºnice
verige; znan pod imenom Apolonijev problem. Z njim lahko skonstruiramo Steiner-
jevo verigo, vendar, £e nimamo sre£e, da bi se veriga hitro zaprla, teºko ugotovimo,
ali je ta veriga zaprta.
Steiner si je pomagal z geometrijskim orodjem inverzije, ki smo ga spoznali v prvem
delu. Z njim je dani dve kroºnici preslikal v koncentri£ni. Ker inverzija ohranja
dotikanje, je med koncentri£nima kroºnicama K′ in L′ poiskal Steinerjevo verigo in
zaradi involucije inverzije s ponovno preslikavo zaporedja inverzij nazaj dobil ºeljeno
verigo med kroºnicama K in L.
Dokaz. Dokazovali bomo v treh delih. V prvem bomo kroºnice z bijektivnimi pre-
slikavami preslikali v koncentri£ne. e sta dani kroºnici koncentri£ni bomo ta del
presko£ili. V drugem delu bomo konstruirali Steinerjevo verigo, v tretjem pa si
bomo pogledali, da velja drugi del izreka, torej, da je poljubna kroºnica, tangentna
na dani kroºnici del ene od Steinerjevih verig.
Najprej si oglejmo v kak²ni legi lahko leºita kroºnici K in L, ki zado²£ata predpo-
stavki, da se ne sekata.
• Kroºnici sta koncentri£ni.
• Manj²a kroºnica leºi v ve£ji in kroºnici nista koncentri£ni.
• Obe kroºnici v celoti leºita izven druge kroºnice. Torej SKSL > rK + rL
Pojem leºati v (izven) kroºnici, si bomo razlagali kot leºati v (izven) krogu, ki ga
omejuje dana kroºnica. Privzemimo, da L leºi v K in nista koncentri£ni kroºnici,
sicer bomo prvi korak dokaza presko£ili.
1. Po predpostavki imata kroºnici prazen presek. Nari²imo ²e eno kroºnico, tako,
da ne leºi v L, leºi pa v K. Ozna£imo jo s I1. Inverzija glede na kroºnico I1
nam kroºnici preslika tako, da noben ne leºi v drugi (Slika 12). Ozna£imo ju
s K1 = iI1(K) in L1 = iI1(L).
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Slika 12: Inverzija zunanje in notranje kroºnice
2. e za£etni kroºnici leºita druga izven druge, potem z dokazom za£nemo ²ele
na tem mestu.
Na£rtajmo jima potencialo. Naj premica p poteka skozi sredi²£i SK1 in SL1 . V
se£i²£u poten£ne premice in premice p, ki ga ozna£imo z A, na£rtamo kroºnico
pravokotno na dani dve kroºnici; torej skozi to£ke na kroºnicah, kjer se ju
tangente skozi A dotikajo. Ozna£imo novo kroºnico C. Eno od to£k, kjer nova
kroºnica C preseka premico p, ozna£imo s SI2 . Brez izgube za splo²nost naj ta
leºi v kroºnici L1.
3. Nari²emo poljubno kroºnico I2 s sredi²£em v to£ki SI2 . Ta je pravokotna na
p, ki pa je pravokotna na K1 in L1.
Slika 13: Iskanje kroºnice I2
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4. Ko bomo uporabili inverzijo glede na I2, bo ta C preslikala v premico C2. Ta
bo pravokotna na nosilko sredi²£ p. Sliki K2 = iI2(K1) in L2 = iI2(L1) sta
ravno tako pravokotni na C2, kar nam pove, da obe sredi²£i SK2 in SL2 leºita
na premici C2.
Vemo, da SI2 , SK1 in SL2 leºijo na p. Ker inverzija premico skozi sredi²£e
preslika samo vase, morata tudi SK2 in SL2 leºati na p. Zgoraj pa smo pokazali,
da morata leºati tudi na C2, torej leºita na C2
⋂
p = S. To pa pomeni S =
SK2 = SL2 .
Slika 14: Koncentri£ni kroºnici K2 in L2
Sedaj imamo dve koncentri£ni kroºnici K2 in L2 s sredi²£em v S. Preslikava
i˜ = iI2 ◦ iI1 je bijektivna, saj je kompozitum dveh bijektivnih preslikav.
5. Med dvema koncentri£nema kroºnicama pa znamo narisati kroºnice, ki sesta-
vljajo Steinerjevo verigo.
Izberimo si poljuben poltrak iz S. Ta bo v dveh to£kah sekal na²i kroºnici.
Ozna£imo prese£i²£e K2
⋂
pS s K in L2
⋂
pS z L ter razdalje SK = rK2 in
SL = rL2 . Polmer vseh vmesnih kroºnic je enak r˜ =
rL2 − rK2
2
.
Sredi²£a kroºnic Steinerjeve verige bodo leºala na kroºnici K(S, rK2 + r˜).
Sredi²£e naslednje kroºnice leºi v ogli²£u enakokrakega trikotnika (Glej sliko),
z osnovnico 2r˜ in krakoma rK2 + r˜, ki ima vrh v S in eno ogli²£e v S1 s £imer
bomo ozna£ili sredi²£e prve kroºnice Steinerjeva verige.
Z enakim postopkom dobimo tudi naslednje sredi²£e.
Vendar, razen £e imamo sre£o, le steºka ugotovimo ali bo na²a veriga zaprta ali
ne. Da je veriga zaprta, bi pomenilo, da se po kon£no korakih za£nejo sredi²£a
ponavljati, torej Si = S1 za nek i ∈ N.
6. e obstaja zaprta Steinerjeva veriga med koncentri£nima kroºnicama, jo lahko
malo zasu£emo, tako, da postavimo S1 v drug poloºaj na kroºnici K(S, rK2 +
r˜). Moºnosti za postavitev prve kroºnice v verigi je neskon£no, vendar so si
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Slika 15: Konstruiranje Steinerjeve verige
nekatere postavitve ekvivalentne. e dolo£imo poloºaj s kotom med sredi²£em
S1 in poltrakom pS iz to£ke 5. z vrhom v S, potem s slike vidimo, da so
poloºaji ekvivalentni za kote ϕ ≈ ϕ+ ]S1SS2
Dokazali smo, da £e obstaja zaprta Steinerjeva veriga, jih obstaja neskon£no,
saj imamo na voljo neskon£no pozicij za postavitev Steinerjeve verige med K2
in L2. Z inverzom i˜−1 dobimo zaprte Steinerjeve verige za poljubni nesekajo£i
se kroºnici.
Poleg tega izrek pravi, da je vsaka kroºnica, tangentna na kroºnico, del ene
take verige. Ozna£imo to kroºnico s S. Kroºnico i˜(S) lahko izberemo, za prvo
v verigi in nato po zgornjem postopku skonstruiramo Steinerjevo verigo med
koncentri£nima kroºnicama, ki jo nato z i˜−1 preslikamo v Steinerjevo verigo
med na²ima prvotnima kroºnicama, z dano tangentno kroºnico.

V nadaljevanju pa nas bo zanimalo v katerih primerih se nam bo iz²lo in bomo dobili
zaprto verigo in iz koliko kroºnic bo sestavljena, oziroma, povedano druga£e, iskali
bomo ²tevilo kroºnic Steinerjeve verige n.
3.1 Steinerjeva formula
Poglavje smo povzeli po [12, poglavje 25]. Poglejmo si na² osnovni primer, ko imamo
dve kroºnici, brez skupne to£ke. Predpostavimo, da ena leºi znotraj druge. e bi
obe kroºnici leºale zunaj druge, bi dobili podobne rezultate. V ta namen bomo
rezultate pisali z absolutnimi vrednostmi. Premica skozi njuni sredi²£i seka kroºnici
v to£kah A,B in C,D (glej sliko 16a).
To£ke so kolinearne in enako velja za njihove slike s preslikavo, ki nam kroºnici
preslikala v koncentri£ni, £e si le za I1 izberemo kroºnico s sredi²£em kolinearnim s
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(a) Nekoncentri£ni kroºnici (b) Preslikani koncentri£ni kroºnici
Slika 16: Kroºnice s podatki
Sr in SR.
Dokaºimo zvezo
⏐⏐AC ·BD
AD ·BC
⏐⏐ = ⏐⏐A′C ′ ·B′D′
A′D′ ·B′C ′
⏐⏐.
Za dokaz bomo uporabili dejstvo, da je kompozitum inverzij, ki nam kroºnici
preslika v koncentri£ni, inverzija na kroºnico, katere sredi²£e je kolinearno s SR in
Sr, kar je pri izbrani I1 o£itno. Torej velja SA ·SA′ = r2, £e smo z r ozna£ili polmer
inverzne kroºnice.
AC bomo pisali kot SC − SA. S premetavanjem dobimo AC = SC − SA =
r2
SC ′
+
r2
SA′
= r2
SA′ − SC ′
SC ′SA′
. Od tod sledi
⏐⏐AC ·BD
AD ·BC
⏐⏐ = ⏐⏐r2 SA′−SC′SC′SA′ · r2 SB′−SD′SD′SB′
r2 SA
′−SD′
SD′SA′ · r2 SB
′−SC′
SC′SB′
⏐⏐ = ⏐⏐A′C ′ ·B′D′
A′D′ ·B′C ′
⏐⏐ .
Iz slike razberemo, da je AC = |R− r− d| in BD = |R− r+ d|. Tudi njun produkt
zna²a: AC · BD = |R − r − d| · |R − r + d|. Podobno izra£unamo AD · BC =
|R+ r− d| · |R+ r + d|. Z absolutnimi vrednostmi smo si zagotovili, da zado²£amo
splo²nemu pogoju, dveh nesekajo£ih se kroºnic, tudi tistemu, ko kroºnici leºita druga
izven druge.V nadaljevanju bomo predpostavili, da leºi ena kroºnica znotraj druge
kot na sliki 16a. Dobimo zvezo:
AC ·BD
AD ·BC =
(R− r)2 − d2
(R + r)2 − d2 .
Ker velja A′C ′ = B′D′ = R2 −R1 ter A′D′ = B′C ′ = R2 +R1, sledi, da je
A′C ′ ·B′D′
A′D′ ·B′C ′ =
(R2 −R1)2
(R1 +R2)2
.
e zdruºimo ena£be, dobimo zvezo
(R− r)2 − d2
(R + r)2 − d2 =
(R2 −R1)2
(R1 +R2)2
.
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e ena£be malo preoblikujemo, dobimo naslednje zveze:
(R2 −R1)2
(R1 +R2)2
= 1− 4R1R2
(R1 +R2)2
,
(R2 −R1)2
R1R2
=
R1
R2
+
R2
R1
− 2
(3.1)
in
(R− r)2 − d2 =
(
1− 4R1R2
(R1 +R2)2
)
·
(
(R + r)2 − d2
)
,
R2 − 2Rr + r2 − d2 = R2 + 2Rr + r2 − d2 − 4R1R2
(R1 +R2)2
·
(
(R + r)2 − d2
)
,
Rr =
R1R2
(R1 +R2)2
·
(
(R + r)2 − d2
)
Iz njih izpeljemo naslednjo zvezo:
(R− r)2 − d2 = (R2 −R1)
2
(R1 +R2)2
·
(
(R + r)2 − d2
)
,
(R− r)2 − d2 = Rr (R2 −R1)
2
R1R2
,
(R− r)2 − d2 = Rr
(R1
R2
+
R2
R1
− 2
)
. (3.2)
Iz slike 17 razberemo, da je sin
(π
n
)
=
R2−R1
2
R1+R2
2
=
R2 −R1
R1 +R2
. Zato je
Slika 17: Kot med sredi²£i kroºnic
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1 + sin
(π
n
)
= 1 +
R2 −R1
R1 +R2
=
2R2
R1 +R2
in 1− sin
(π
n
)
= 1− R2 −R1
R1 +R2
=
2R1
R1 +R2
,
torej R2
R1
=
1+ sin
(π
n
)
1− sin
(π
n
)
V na²o ena£bo 3.2 vnesemo zgornje zveze in dobimo:
(R− r)2 − d2 = Rr
(R1
R2
+
R2
R1
− 2
)
= Rr
(1− sin(π
n
)
1 + sin
(π
n
) + 1 + sin
(π
n
)
1− sin
(π
n
) − 2),
(R− r)2 − d2 = Rr
((1− sin(π
n
))2 + (1 + sin(π
n
))2 − 2 + 2 sin2(π
n
)
1− sin2(π
n
)
)
,
(R− r)2 − d2 = Rr
( 4 sin2(π
n
)
1− sin2(π
n
)
)
= 4Rr tan2
(π
n
)
(3.3)
Dobili smo ºeljeno formulo, ki nam, za dani dve kroºnici s polmeroma R in r, kjer sta
njuni sredi²£i na razdalji d, pove kdaj obstaja zaprta Steinerjeva veriga in s koliko
kroºnic je sestavljena (n).
3.2 Kompleksna ravnina
Geometrijski na£in je zelo elementaren in nam prinese re²itev, vendar je potrebnih
kar nekaj korakov. Zanima nas, ali se da morebitno moºno postavitev Steinerjeve
verige preveriti kako hitreje. Poskusili bomo raziskati kroºnice in tudi Steinerjeve
verige znotraj kompleksne ravnine C. Pomagali si bomo z [15], [13, str. 170 -172] in
[17].
Za morebitno Steinerjevo verigo potrebujemo dve nesekajo£i se kroºnici v kompleskni
ravnini. Naj bo K1 kroºnica s sredi²£em v to£ki SK1 in polmerom r1, kroºnica K2
pa naj ima sredi²£e SK2 ter polmer r2, tako, da se kroºnici ne sekata. Za laºje
iskanje transformacije bomo K1 preslikali v enotsko kroºnico okoli sredi²£a S = 1.
Najprej bomo ravnino translirali za −SK1 in jo zavrteli z e−iθ˜2 , pri £emer je θ˜2 =
arctan(
Im(SK1−SK2 )
Re(SK1−SK2 )
. S tem sta obe sredi²£i kroºnic realni, sredi²£e prve pa leºi celo
v izhodi²£u. Vse skupaj ²e raztegnemo za faktor 1
r1
ter transliramo za ustrezen
l, s £imer se bomo v nadaljevanju izognili neugodnim poloºajem. Na primer, da
prepre£imo, da bi bila funkcija g (3.4) v kak²ni to£ki nedeﬁnirana. S kompozitumom
teh transformacij, ki ga zapi²emo kot f˜(z) =
(z − SK1) · e−iθ˜2
r1
+ l, smo dobili enotsko
kroºnico okoli sredi²£a S˜K1 in kroºnico K˜2, ki ima sredi²£e v S˜K2 in polmer, ki ga
ozna£imo z r˜2 (na sliki 18 ozna£eni z zeleno). Transformacija je bijekcija, tako, da
lahko na koncu izvedemo njen inverz in bomo zopet dobili splo²en primer.
Kroºnici ºelimo preslikati v koncentri£ni kroºnici. Preslikali bomo z Möbiousovi
transformaciji, f(z) = az+b
cz+d
z realnimi koeﬁcienti a, b, c in d. Najprej pa moramo
preveriti, da taka funkcija zares slika kroºnice v kroºnice. Naj bo z0 ∈ C poljuben
in |z − zo| = r kroºnica. Sicer smo si ºe pri transformaciji poljubne kroºnice v
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Slika 18: Transformacije v kompleksni ravnini
SK˜1 pogledali kako bi poljubno kroºnico transformirali, da bi predpostavka drºala,
s tem pa ne bi pokvarili splo²nosti primera. Tako kroºnico lahko zapi²emo kot
(z − z0)(z − z0) = r2 oziroma v splo²ni obliki αzz + βz + βz + γ = 0, v na²em
primeru pa so α = 1, β = −z0 ter γ = z0z0 − r2.
Za substitucijo bomo potrebovali inverz transformacije z =
dw − b
−cw + a in tako dobili
ena£bo:
α(
dw − b
−cw + a)(
dw − b
−cw + a) + β(
dw − b
−cw + a) + β(
dw − b
−cw + a) + γ = 0
Preoblikujemo ena£bo tako, da se znebimo ulomkov in sku²ajmo izpeljati za£etno
ena£bo v spremenljivki w. Dobimo ena£bo
α(dw − b)(dw − b) + β(dw − b)(−cw + a)+
+β(dw − b)(−cw + a)+γ(−cw + a)(−cw + a) = 0.
e vstavimo znane podatke in preoblikujemo, dobimo:
α′ww + β′w + β′′w + γ′ = 0,
pri £emer so α′ = αd2 − βdc + γc2 − βdc, β′ = −αbd + βad + βbc − γac, β′′ =
−αbd+ βbc+ βad− γac in γ′ = αb2− βab− βab+ γa2. Opazimo, da velja β′ = β′′,
saj so α, γ in a, b, c, d ∈ R.
To je ena£ba neke kroºnice ali premice v kompleksni ravnini.
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Naj bosta a in b taka, da velja SK1 = (a, 0) in SK2 = (b, 0). Izberimo si to£ke
z1 = a− r˜1, z2 = a + r˜1 s kroºnice SK1 in z3 = b− r˜2 in z4 = b + r˜2 s kroºnice SK2
in jih zaporedno preslikajmo s funkcijo
g(z) =
z
z − b (3.4)
v wi, i = 1, 2, 3, 4: w1 = a−r˜1a−r˜1−b , w2 =
a+r˜1
a+r˜1−b , w3 =
b−r˜2
−r˜2 in w4 =
b+r˜2
r˜2
. S to funkcijo
kroºnici preslikamo tako, da g(K˜1) leºi v g(K˜2).
Ker si mi ºelimo, da bi na²li koncentri£ni kroºnici, preslikajmo ²e s funkcijo
h(z) =
z
1− Cz , (3.5)
pri £emer bomo poskusili realni C nastavili tako, da bomo dobili koncentri£nost
okoli Sˆ. e ta velja, lahko zapi²emo:
h(w1) + h(w2)
2
=
h(w3) + h(w4)
2
= Sˆ.
Velja, da £e je w ∈ h(K), potem je w ∈ h(K). Denimo, da je w = h(z) za nek
z ∈ K. Potem je tudi w = h(z) = z
1−Cz =
z
1−Cz = h(z) ∈ h(K), saj je z ∈ K. S
tem smo dokazali, da preslikava h, slika kroºnice z realnim sredi²£em v kroºnice z
realnim sredi²£em.
Za laºje ra£unanje naprej, zapi²imo w1 = aˆ − rˆ1, w2 = aˆ + rˆ1, w3 = bˆ − rˆ2 in
w4 = bˆ + rˆ2, pri £emer sta aˆ in bˆ sredi²£i novih kroºnic, rˆ1 in rˆ2 pa njuna realna
polmera, pri £emer bomo dopustili tudi moºnost, da je polmer negativno realno
²tevilo. tevilo C = aˆ+ d.
Slika 19: Kroºnici
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Koncentri£nost kroºnic pomeni, da mora veljati:
h(w1) + h(w2)
2
=
h(w3) + h(w4)
2
,
aˆ− rˆ1
1− C(aˆ− rˆ1) +
aˆ+ rˆ1
1− C(aˆ+ rˆ1) =
bˆ− rˆ2
1− C (ˆb− rˆ2)
+
bˆ+ rˆ2
1− C (ˆb+ rˆ2)
.
Z nekaj premetavanja dobimo pogoj za C in sicer:
C =
[
aˆ2 − rˆ12 − bˆ2 + rˆ22 ±
√
−4aˆ3bˆ+ 4aˆbˆrˆ12 + 6aˆ2bˆ2 − 2aˆ2rˆ22 − 2bˆ2rˆ12−
−4aˆbˆ3 + 4aˆbˆrˆ22 + rˆ14 + aˆ4 + bˆ4 + rˆ24 − 2aˆ2rˆ12 − 2rˆ12rˆ22 − 2bˆ2rˆ22
]
·
· 1
2aˆ2bˆ− 2bˆrˆ22 − 2aˆbˆ2 + 2aˆrˆ22
.
(3.6)
Zdaj imamo vse potrebno, da lahko za£nemo iskati morebitno Steinerjevo verigo
med dvem nesekajo£ima se kroºnicama v ravnini. Ti najprej preslikamo s funkcijo
F = h ◦ f˜ , da dobimo koncentri£ni kroºnici, med katerima znamo hitro poiskati
morebitno Steinerjevo verigo, £e ta sploh obstaja. Njen obstoj lahko preverimo tudi
s formulo s prej²njega poglavja (rˆK1 − rˆK2)2 = 4rˆK1 rˆK2 tan2
(π
n
)
, za polmera rˆK1
in rˆK2 . e taka veriga za nek n obstaja, jo lahko na£rtamo in posamezne kroºnice
zapi²emo kot |z − z˜0| = r3, pri £emer poznamo polmer r3 = |rˆK1−rˆK2 |2 . Vemo tudi,
kje leºijo z˜0 in sicer z˜0 ∈ Sˆ + r3ei 2πkn , pri £emer k = 0, 1, . . . , n − 1. Kroºnice nato
preslikamo z F−1 in dobimo Steinerjevo verigo med kroºnicama, ki smo ju imeli
podani na za£etku.
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4 Analogija v prostoru
V dvodimenzionalnem prostoru smo si dobro ogledali Steinerjev porizem, nadalje pa
nas zanima kako bi ga lahko posplo²ili v trodimenzionalnem prostoru.
Da bi lahko dobro opisali prostorski problem, deﬁnirajmo kaj je analogija Steinerjevi
verigi v prostoru. Povzeto po [14, poglavje 2]
Deﬁnicija 4.1. Dani sta sferi K in L s praznim presekom. Steinerjeva druºina
sfer D = {Sa | a ∈ A} je mnoºica sfer, ki se vse dotikajo sfer K in L, in velja, da
za vsako sfero Sa ∈ D obstaja Steinerjeva veriga sfer v D; tj. zaporedje Sa1 , ..., Sak
sfer iz D, ki se (poleg K in L) vse dotikajo Sa, zaporedni dve sferi tega zaporedja
pa se prav tako dotikata. Steinerjeva druºina sfer je zaprta, £e se prva in zadnja
sfera Steinerjeve verige okoli poljubne sfere dotikata.
Slika 20: Zaprta Steinerjeva druºina sfer
Tudi tukaj je deﬁnicija napisana v splo²ni obliki. Brez izgube za splo²nost, pa bomo
v nadaljevanju obravnavali primere, ko ena sfera leºi znotraj druge sfere, kar bomo
razumeli, kot da leºi v krogli, ki jo omejuje ve£ja sfera. Med njima bomo iskali
Steinerjevo druºino sfer.
4.1 Inverzija v 3D
Tudi pri prostorskem problemu nam bo kot orodje dobro sluºila inverzija. Z njo
bomo splo²en problem poskusili prevesti na problem iskanja sfer med koncentri£nima
sferama. Do tega bomo sku²ali zopet priti z inverzijo, vendar se moramo prepri£ati,
da ta velja tudi tukaj.
Inverzija na sfero K s polmerom r in sredi²£em S preslika to£ko A iz Evklidskega
prostora v to£ko A′, tako, da ta ustreza zvezi SA · SA′ = R2 in to£ka A′ leºi na
poltraku z za£etkom v S, ki poteka skozi A in ga bomo ozna£ili s pSA. Analiti£no
bi preslikavo lahko zapisali takole:
i(x) = x′ =
x ·R2
∥x∥2 .
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Slika 21: Inverz to£ke glede na sfero
4.1.1 Lastnosti
Lema 4.2. Inverzija v prostoru ravnino skozi sredi²£e inverzije preslika samo vase.
Dokaz. Naj bo Σ ravnina, to£ka A ∈ Σ, pa taka to£ka, ki se z inverzijo ne preslika
v Σ.Na£rtajmo premica p = SA. Ta leºi v na²i ravnini in vemo, da se z inverzijo
preslika sama vase, torej tudi i(A) ∈ i(p) ⊂ Σ, kar pa je v protislovju z na²o
predpostavko, da i(A) /∈ Σ. 
Kako je z ohranjenjem kotov v ravninah, ki ne potekajo skozi S. Poglejmo si spo-
dnjo skico in na njej ozna£imo kote v ravnini ΣABC . Ozna£imo kote z naslednjimi
oznakami: ]SAB = αB, ]SAC = αC , ]SBA = βA, ]SBC = βC , ]SCA = γA,
]SCB = γB, ter analogno ]SA′B′ = α′B′ .
Na ravnini ΣSAB ºe vemo, da se koti ohranjajo (lema 2.8), da se kot αB preslika
v α′B = βA in podobno se βA preslika v β
′
A = αB. Podobno velja tudi v drugih
ravninah, ki potekajo skozi sredi²£ S.
Izrazimo kot α, katerega bomo kasneje primerjali z α′. Uporabili bomo kosinusni
izrek:
CB
2
= CA
2
+ AB
2 − 2AB · CA · cos(α),
α = arccos
(CA2 + AB2 −BC2
2AB · CA
)
.
Podobno lahko izra£unamo
α′ = arccos
(A′C ′2 + A′B′2 −B′C ′2
2A′B′ · A′C ′
)
.
Poskusimo izraziti v kak²nem razmerju je dolºina posamezne daljice preslikanega
trikotnika △A′B′C′ , proti dolºini stranice osnovnega trikotnika △ABC .
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Slika 22: Ohranjanje kotov
Deﬁnirajmo a =
√
(xA − xS)2 + (yA − yS)2 + (zA − zS)2,
b =
√
(xB − xS)2 + (yB − yS)2 + (zB − zS)2 ter
c =
√
(xC − xS)2 + (yC − yS)2 + (zC − zS)2, pri £emer smo koordinate to£k ozna£e-
vali na naslednji na£in: A(xA, yA, zA), B(xB, yB, zB) ter C(xC , yC , zC). Velja kosi-
nusni izrek:
AB
2
= SA
2
+ SB
2 − 2SA · SB cos(]ASB)
= a2 + b2 − 2ab · cos(π − αB − βA)
= a2 + b2 + 2ab · cos(αB + βA).
Na enak na£in bomo izrazili tudi A′B′. Uporabili bomo zvezo a′ = r
2
a
in podobno za
b′ in c′, ter lastnost inverzije, da je α′B = βA in podobno za ostale kote v posameznih
ravninah skozi S. Dobimo:
A′B′
2
= SA′
2
+ SB′
2 − 2SA′ · SB′ cos(]A′SB′)
= a′2 + b′2 − 2a′b′ · cos(π − α′B − β′A)
=
r4
a2
+
r4
b2
+ 2
r2
a
r2
b
· cos(βA + αB)
=
r4
a2b2
(b2 + a2 + 2ab · cos(αB + βA)
=
r4
a2b2
AB
2
.
Podobno velja A′C ′
2
=
r4
a2c2
AC
2
ter B′C ′
2
=
r4
b2c2
BC
2
.
Sedaj lahko pora£unamo α′ s podatki osnovnega trikotnika in sicer
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α′ = arccos
(A′C ′2 + A′B′2 −B′C ′2
2A′B′ · A′C ′
)
= arccos
( r4
a2c2
AC
2
+ r
4
a2b2
AB
2 − r4
b2c2
BC
2
2 r
2
ab
AB · r2
ac
AC
)
= arccos
(b2AC2 + c2AB2 − a2BC2
2cAB · bAC
)
.
Vidimo, da se kot v poljubni ravnini ne preslika nujno v enak kot, torej inverzija v
prostoru v splo²nem ne ohranja kotov.
V posamezni ravnini skozi S lahko inverzijo zoºamo na to ravnino in vemo, da nam
inverzija kroºnico z ravnine preslika v kroºnico, le v posebnih primerih, ko kroºnica
poteka skozi S, preslika v premico. Zanima nas, kam bo inverzija preslikala sfero,
vendar si pred tem poglejmo ²e naslednjo lemo.
Lema 4.3. Naj bo I sfera s sredi²£em v S in i inverzija preko sfere I.
(i) Premica skozi S in, od S najbliºjo to£ko sfere K, to£ko A, poteka skozi sredi²£e
sfere SK in skozi, od S najbolj oddaljeno to£ko na sferi K, to£ko B. Razdalja
med A in B je enaka premeru sfere.
(ii) Inverzija to£ko s poljubne sfere v prostoru, ki je najbliºja S, preslika v to£ko,
ki je najbolj oddaljena od S od vseh slik to£k s sfere in obratno, inverz to£ke,
ki je najbolj oddaljena od S je najbliºje S izmed vseh slik to£k prvotne sfere.
Dokaz. (i) Naj bo A to£ka na sferi K, ki je najbliºje to£ki S. Premica p , ki
poteka skozi S in A, pravokotno seka sfero, sicer pot od S do sfere ne bi bila
najkraj²a. Zaradi pravokotnosti na sfero vemo, da premica poteka tudi skozi
sredi²£e SK, od tod pa sledi, da premica gotovo prebada sfero pod pravim
kotom tudi v drugi to£ki, ki jo ozna£imo z B. Trdimo, da je to ravno to£ka s
sfere, ki je najbolj oddaljena od S.
Denimo, da B ni najbolj oddaljeno od S. Potem obstaja to£ka T na sferi, ki
je bolj oddaljena od S kot je B. e nanizamo okrog S-a vse to£ke, ki so od
njega enako oddaljene kot B dobimo sfero S, ki pa v celoti obkroºa prvotno
sfero K, saj premica SB pravokotno prebada obe sferi pri B, torej imata tam
enako tangentno ravnino. Presek obeh sfer je kve£jemu B, £e le ne leºi sredi²£e
K v S, ko so vse to£ke s sfere enako oddaljene od S. Torej tudi to£ka T leºi
znotraj sfere S, kar pomeni da smo pri²li v protislovje, da je T bolj oddljen od
S kot B.
Do teºav pride le, £e je S enak sredi²£u sfere K. Takrat bomo s katerokoli
premico skozi S o£itno dobili premer med to£kama, kjer premica seka sfero.
(ii) Brez izgube splo²nosti predpostavimo, da S leºi v izhodi²£i. Naj bo A to£ka
najbliºja S s poljubne sfere S. Denimo, da je inverz neke druge to£ke T s sfere
S bolj oddaljen od S kot i(A) = A′. Potem velja:
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∥A′∥ < ∥T ′∥ ⇐⇒ ∥R
2
A
∥ < ∥R
2
T
∥ ⇐⇒ ∥T∥ < ∥A∥,
kar je protislovje s predpostavko, da je A to£ka najbliºja S. Podobno velja za
inverz najbolj oddaljene to£ke B.

Lema 4.4. Inverzija sfero, ki ne poteka skozi sredi²£e inverzije, preslika v sfero.
Dokaz. Naj bo to£ka S sredi²£e inverzije, T pa poljubna to£ka s sfere K s sredi²£em
v SK, ki se preslika v neko to£ko T ′. e je T to£ka, ki je najbliºja ali najbolj
oddaljena od S, ºe vemo kam se slika. Sicer deﬁnirajmo ravnino ΣSTSK ki vsebuje
nekolinearne to£ke S, SK in T . Presek ravnine s sfero K je kroºnica, ki jo ozna£imo
s C. Inverzija ravnino preslika v ravnino, zato bo tudi kroºnica, ki je del ravnine
ΣSTSK , z inverzijo preslikana na to ravnino. Ker od S najbliºja to£ka A in najbolj
oddaljena to£ka B z K leºita tako na ravnini ΣSTSK kot na sferi K, leºita tudi na
kroºnici C in deﬁnirata njen premer.
Vemo, da je kot ]ATB pravi, za vsako tako to£ko T ∈ K. Ker se koti v ravnini
ΣSTSK z inverzijo ohranjajo, je tudi kot ]A′T ′B′ pravi. Deﬁnirajmo mnoºico to£k
K′ = {A′} ∪ {B′} ∪ {T ′ | ]A′T ′B′ = π
2
}. Ta mnoºica ustreza sferi in je hkrati
slika sfere K = {A} ∪ {B} ∪ {T | ]ATB = π
2
}, saj velja A′ = i(A), B′ = i(B) ter
T ′ = i(T ) ∀T ∈ K. Torej velja K′ = {A′} ∪ {B′} ∪ {T ′ | T ′ = i(T ) ∧ ]ATB =
π
2
} = {A′} ∪ {B′} ∪ {T ′ | T ′ = i(T ) ∧ T ∈ K}.
Dokazali smo, da inverz poljubne to£ke s sfere K leºi na sferi K′. Dokazati moramo
²e, da je poljubna to£ka s K′ slika neke to£ke iz K. Ker je inverzija involucija dokaz
velja tudi za v drugo smer. 
Z inverzijo se to£ka A iz leme preslika v A′
(
a· R
2
(d− r) · d, b·
R2
(d− r) · d, c·
R2
(d− r) · d
)
,
ki je po lemi (4.3) najbolj oddaljena od S izmed vseh slik to£k iz sfere i(K). Podobno
je za to£ko B iz leme slika i(B) = B′ najbliºja slika to£k sfere i(K) in ima koordinate
B′
(
a · R
2
(d+ r) · d, b ·
R2
(d+ r) · d, c ·
R2
(d+ r) · d
)
. Ker se sfera z inverzijo preslika v sfero,
nam bosta ti to£ki podali premer preslikane sfere KI:
2r′ =∥B′ − A′∥ = ∥ R
2
(d+ r) · d(a, b, c)−
R2
(d− r) · d(a, b, c)∥
=∥R2 ·
( 1
d+ r
− 1
d− r
)
· d∥ = ∥R
2
d
· −2r
d2 − r2 · d∥
=
2R2r
d2 − r2 .
Vemo, da sredi²£e leºi ravno na sredi med to£kama A′ in B′ in ima koordinate
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SKI =
A′ +B′
2
=
R2
(d−r)·d(a, b, c) +
R2
(d+r)·d(a, b, c)
2
=
R2·2d
d·(d2−r2)(a, b, c)
2
=
R2
d2 − r2 (a, b, c).
Torej poznamo celotno preslikano sfero, saj poznamo njeno sredi²£e SKI in polmer
r′. Paziti moramo le pri sferah, ki potekajo skozi S.
Lema 4.5. Inverzija sfero skozi S preslika v ravnino.
Dokaz. Naj bo to£ka A ∈ K izbrana tako, da sredi²£e inverzije S in to£ka A dolo£ata
premer sfere K. Vemo, da za poljubno to£ko T ∈ K velja: ]STA = π
2
= ]SA′T ′ za
T ′ = i(T ) ter A′ = i(A). Torej vsi inverzi to£k s kroºnice K leºijo na ravnini skozi
A′, pravokotni na poltrak pSA, ki jo ozna£imo s Σ.
Da je to res cela ravnina, bomo pokazali, tako, da vzamemo poljubno to£ko B′ ∈ Σ.
elimo, da ∃B ∈ K ∋: i(B) = B′. e za B vzamemo kar i(B′) izpolnimo pogoj saj
i(i(B′)) = B′ zaradi involucije inverzije. S slikanjem dobimo zares celo ravnino. 
Slika 23: Inverzija sfere skozi S
Lema 4.6. e se sferi sekata pod kotom α v eni to£ki, se pod kotom α sekata v vseh
to£kah preseka.
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Dokaz. Naj se sferi K1 in K1 v to£ki M sekata pod kotom α. To pomeni, da ima
trikotnik △SK1SK2M v ogli²£u M kot α. Naj bo N poljubna to£ka s preseka sfer.
Trikotnik △SK1SK2N ima stranico SK1SK2 enako kot trikotnik △SK1SK2M . To£ka N
je od SK1 oddaljena ravno za polmer sfere K1, kar velja tudi za to£ko M . Iz tega
sledi, da je stranica SK1N skladna s stranico SK1M . Podobno velja, da sta skladni
stranici SK2N in SK2M . Imamo trikotnika s paroma skladnimi stranicami, torej sta
skladna in imata skladne kote. Kot pri ogli²£u N je enak kotu pri ogli²£u M , torej
je α. Ker je bila to£ka N poljubna, smo dokaz zaklju£ili. 
Izrek 4.7. Naj bosta K1 in K2 nekoncentri£ni sferi. Mnoºica to£k (poten£na rav-
nina), ki imajo enako potenco glede na sferi, je neka ravnina pravokotna na nosilko
sredi²£ obeh kroºnic.
Dokaz. Vzemimo poljubno ravnino skozi sredi²£i obeh sfer SK1 in SK2 . S pomo£jo
izreka 4.7 znamo dolo£iti potencialo p na tej ravnini, na kateri so to£ke, ki so enako
oddaljene od obeh sfer. Tudi v prostorskem primeru velja, da je potenca to£ke na
sfero odvisna le od to£ke in sfere. e to ne bi veljalo za neko to£ko P , bi hitro na²li
ravnino skozi sredi²£e sfere in P , ki bi bila v protislovju z izrekom 2.5. Torej za
to£ke na tej premici velja, da imajo enako potenco na obe sferi. Ker je bila na²a
ravnina poljubna skozi SK1 in SK2 , dobimo ravno vse premice na ravnini, pravokotni
na nosilko sredi²£ n v to£ki prese£i²£a n in p. 
Lema 4.8. Naj imata sferi, ki se sekata pod pravim kotom, sredi²£i postavljeni
kolinearno s to£ko S, ki je sredi²£e inverzije. Inverzija sferi preslika v pravokotno
sekajo£i se sferi, oziroma pravokotno sekajo£o ravnino in sfero, £e katera od sfer
poteka skozi S.
Dokaz. Sferi se sekata pod pravim kotom v vseh to£kah preseka, tudi v to£ki T . Naj
bo Σ ravnina skozi sredi²£i SK1 in SK2 in to£ko T . Inverzija zoºana na to ravnino,
nam po lemi 2.9 pravokotno sekajo£i si kroºnici preslika v pravokotno sekajo£i si
kroºnici. Torej imamo pravi kot vsaj v eni to£ki preseka slik i(K1) in i(K2). Po
prej²nji lemi se sferi sekata pod pravim kotom v vsaki to£ki preseka. 
4.2 Steinerjev porizem v prostoru
Trditev 4.9. e med dvema nesekajo£ima se sferama obstaja zaprta Steinerjeva
druºina sfer z n sferami, potem obstaja neskon£no mnogo zaprtih Steinerjevih druºin
sfer z n sferami. e ve£, vsaka sfera tangentna na dani sferi je del ene od zaprtih
Steinerjevih druºin sfer.
Dokaz. Predpostavimo, da sfera L leºi znotraj sfere K in se ne sekata. e imata
skupno sredi²£e, potem presko£imo korak 1. dokaza. Sicer si splo²en problem s po-
mo£jo kompozituma preslikav predstavljenih v naslednji to£ki, preslikamo v problem
iskanja Steinerjeve druºine sfer med dvema koncentri£nima sferama.
1. Na£rtajmo sfero, tako, da leºi znotraj sfere K in izven sfere L in jo ozna£imo s
I1. Inverzija glede na njo nam sferi preslika tako, da leºita druga izven drugega
(slika 24). Ozna£imo ju s K1 = iI(K) ter L1 = iI(L) .
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Slika 24: Inverzija glede na I1
2. Na£rtajmo jima poten£no ravnino, ki jo bomo ozna£ili s Σp (slika 25). Premico
skozi sredi²£i SK1 in SL1 ozna£imo s p. V se£i²£u poten£ne ravnine in premice
p, ki ga ozna£imo z A, na£rtajmo sfero, ki je pravokotna na prvotni sferi in jo
ozna£imo s C. To skonstruiramo tako, da sfero s sredi²£em v A nari²emo skozi
to£ke na sferah, skozi katere potekajo tangente na K1 in L1. Te so po deﬁniciji
poten£ne ravnine vse enako oddaljene od A, tako, da je narisano telo zares
sfera. V eni od to£k preseka C s p ozna£imo to£ko SI2 . Brez izgube splo²nosti
naj ta leºi znotraj kroºnice L1.
3. Na£rtajmo poljubno sfero s sredi²£em v SI2 in jo ozna£imo z I2. Inverzija
glede na sfero I2 bo sfero C preslikala v ravnino C2 pravokotno na premico p.
Ker sferi K1 in L1 pravokotno sekata sfero C, sredi²£a, vklju£no s sredi²£em
inverzije, pa leºijo na premici p, njuni sliki iI2(K1) = K2 in iI2(L1) = L2 po
polsedici 4.8 pravokotno sekata ravnino C2. Od tod lahko sklepamo, da sredi²£i
SK2 in SL2 leºita na ravnini C2. Ker inverzija premico skozi SI2 preslika samo
vase, premica p pa sferi K1 ter L1 prebada pravokotno, p pravokotno prebada
tudi sliki obeh sfer. Sredi²£i SK2 in SL2 leºita na premici p, hkrati pa velja, da
leºita na ravnini C2, torej leºita v preseku p ∩ C2. Premica ravnino prebada
samo v eni to£ki, ki je novo sredi²£e sfer K2 ter L2 in ga ozna£imo z S3.
Uspeli smo splo²en problem prevesti na problem iskanja zaprte Steinerjeve
druºine sfer med dvema koncentri£nima sferama.
4. e obstaja zaprta Steinerjeva veriga sfer med koncentri£nima sferama, jo lahko
malo zarotiramo in tako sfere postavimo v drug poloºaj. Deﬁnirati pa moramo,
kaj tako rotiranje sploh pomeni. Rotiramo okrog sredi²£a S3 in sicer okrog dveh
nekolinearnih poltrakov iz S3. Najprej rotiramo za kot α okoli prvega poltraka
(slika 28a), nato za kot β okoli drugega (slika 28b).
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Slika 25: Poten£na ravnina in sfera I2
Slika 26: Koncentri£ni sferi
Nekatere postavitve sfer so med seboj enake, kar pomeni, da pri razli£nih
rotacijskih kotih (α in β), mnoºica vseh sredi²£ sfer iz zaprte Steinerjeve verige
sfer leºi na enakih mestih kot sredi²£a druge zaprte Steinerjeve druºine sfer.
Vseh razli£nih moºnih postavitev sfer je neskon£no, kar lahko utemeljimo ºe z
rotiranjem zgolj okoli ene od osi.
5. Dokaºimo ²e zadnji del trditve. Ta pri predpostavki, da obstaja zaprta Stei-
nerjeva veriga sfer z n sferami, pravi, da je vsaka sfera, ki je tangentna na dani
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Slika 27: Rotacija Steinerjeve druºine sfer
(a) Rotacija za α (b) Rotacija za β
Slika 28: Rotaciji okoli obeh osi.
dve sferi L2 in K2, del ene od zaprtih Steinerjevih druºin sfer. Naj bo S po-
ljubna sfera tangentna na dani sferi, s sredi²£em v S1. e nam uspe dokazati,
da lahko poljubno sredi²£e z rotacijama okoli obeh osi preslikamo v sredi²£e
izbrane sfere S1, bomo s tem dokazali, da je sfera S1 del ene od zaprtih Stei-
nerjevih verig.
Za osi, okrog katerih bomo rotirali si izberimo kar osi skozi sredi²£e SK2 =
SL2 = S in sicer x podana z vektorjem (1, 0, 0) in z podana z vektorjem
(0, 0, 1). Naj bo S2(x2, y2, z2) sredi²£e neke sfere iz zaprte Steinerjeve dru-
ºine sfer, ki po predpostavki obstaja, S1(x1, y1, z1) pa sredi²£e izbrane sfere.
Rotacijo bomo predstavili z matrikami in sicer okoli osi x ta zna²a:
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Rx =
⎡⎣1 0 00 cos(α) − sin(α)
0 sin(α) cos(α)
⎤⎦ ,
okoli z pa:
Rz =
⎡⎣cos(β) − sin(β) 0sin(β) cos(β) 0
0 0 1
⎤⎦ .
Rotacijo to£ke S2 za α okoli x zapi²emo kot
S ′2 = (x2, y2, z2)
⎡⎣1 0 00 cosα − sinα
0 sinα cosα
⎤⎦ =
⎡⎣ x2cosα · y2 + sinα · z2
− sinα · y2 + cosα · z2
⎤⎦ .
Podobno zarotiramo ²e S ′2 za β okoli y. Dobimo:
S ′′2 =
⎡⎣ cos β · x2 + sin β · (cosα · y2 + sinα · z2)− sin β · x2 + cos β · (cosα · y2 + sinα · z2)
− sinα · y2 + cosα · z2
⎤⎦ .
elimo, da je izbrano sredi²£e S1 enako S ′′2 , toraj moramo le pravilno izbrati
kota α in β. Dokaza se bomo lotili posredno in sicer bomo to£ko S1 zasukali
nazaj do to£ke R˜(1, 0, 0). Zasukajmo to£ko okoli osi z za kot β = − arctan(x1
y1
),
nato pa ²e okoli osi x za kot α = − arcsin(z1
R˜
). Z matrikami to zapi²emo kot:
S1
⎡⎣cos(β) − sin(β) 0sin(β) cos(β) 0
0 0 1
⎤⎦⎡⎣1 0 00 cos(α) − sin(α)
0 sin(α) cos(α)
⎤⎦ =
⎡⎣R˜0
0
⎤⎦ .
e nam uspe tudi sredi²£e S2(x2, y2, z2) z rotacijami preslikati v to£ko
R˜(1, 0, 0), potem smo dokazali na²o trditev. Najprej rotiramo za kot α′ =
− arcsin(z2
R˜
) okoli osi x nato ²e za kot β′ = − arctan(x2
y2
) okoli osi z. To z
matrikami zapi²emo kot:
S2
⎡⎣1 0 00 cos(α′) − sin(α′)
0 sin(α′) cos(α′)
⎤⎦⎡⎣cos(β′) − sin(β′) 0sin(β′) cos(β′) 0
0 0 1
⎤⎦ =
⎡⎣R˜0
0
⎤⎦ .
Ko oba izraza zdruºimo dobimo zvezo:
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S2
⎡⎣1 0 00 cos(α′) − sin(α′)
0 sin(α′) cos(α′)
⎤⎦⎡⎣cos(β′) − sin(β′) 0sin(β′) cos(β′) 0
0 0 1
⎤⎦ ·
·
⎡⎣1 0 00 cos(α) − sin(α)
0 sin(α) cos(α)
⎤⎦−1 ⎡⎣cos(β) − sin(β) 0sin(β) cos(β) 0
0 0 1
⎤⎦−1 = S1.
Oziroma velja:
S2
⎡⎣ cos β′ − sin β′ 0cosα′ sin β′ cosα′ cos β′ − sinα′
sinα′ sin β′ sinα′ cos β′ cosα′
⎤⎦ ·
·
⎡⎣ cos β sin β 0− cosα sin β cosα cos β sinα
sinα sin β − sinα cos β cosα
⎤⎦ = S1.
Pazljivi moramo biti le na obstoj inverznih matrik, vendar opazimo, da so
rotacijske matrike ortogonalne, torej z inverzom ni teºav, saj ga dobimo s
transponiranjem. Trditev je s tem dokazana.
Zdaj pa moramo med koncentri£nima sferama poiskati ustrezne druºine sfer. Sfere,
ki sestavljajo Steinerjevo druºino sfer med koncentri£nima sferama, imajo vse enak
polmer in sicer r˜ = R−r
2
, pri £emer smo z R ozna£ili polmer ve£je sfere, polmer manj²e
pa z r. Ker se sosednji dve sferi dotikata, sta njuni sredi²£i oddaljeni za 2r˜ = R− r.
e bi sosednja sredi²£a povezali z daljicami, bi dobili enakostrani£ne trikotnike z
dolºino stranice 2r˜, ogli²£a pa so vsa od S oddaljena za R˜. V nadaljevanju si bomo
pogledali ali je moºno sredi²£a sfer postaviti tako, da zado²£ajo pogojem in tvorijo
pravilni polieder, ki ima za ploskev enakostrani£ne trikotnike.
Pravilni polieder lahko sestavimo z ve£ tetraedrov, ki imajo eno ogli²£e postavljeno
v S, druga tri pa so ogli²£a enega od enakostrani£nih trikotnikov, ki sestavljajo
stranske ploskve poliedra. S pomo£jo tetraedrov bomo izrazili odvisnost med veli-
kostjo polmerov manj²e in ve£je sfere ter ²tevilom stranskih ploskev poliedra, ki bi
tvorile na² polieder. Odvisnost bomo iskali s pomo£jo prostorskih kotov, ki jih na²i
tetraedri zasedejo. Vsem tetraedrom je skupno, da imajo eno izmed ogli²£ v S. Ker
so vsi simetri£ni, pomeni, da zavzamejo enak prostorski kot pri ogli²£u S. e ta deli
celoten prostorski kot okoli tega ogli²£a, ta zna²a 4π, in dobimo racionalno re²itev,
potem je ta primer resen kandidat za sestavo pravilnega poliedra.
Prostorski kot bomo izra£unali s pomo£jo naslednje formule [20], ki jo bomo v na-
daljevanju dokazali.:
Ω = (Φab + Φac + Φbc)− π, (4.1)
pri £emer z Φab ozna£imo diederski kot med ravninama, na katerih leºita ploskvi z
ogli²£i SBC ter SAC. Podobno ozna£imo tudi druga dva kota Φac ter Φbc. Ker so
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Slika 29: Postavljanje sfer Steinerjeve druºine sfer
Slika 30: Prostorski kot Ω
A, B in C enako oddaljena od S in so ogli²£a enakostrani£nega trikotnika, veljajo
ena£aji:
Φab = Φac = Φbc.
Da bi izra£unali diederski kot med dvema ploskvama v tetraedru, najprej postavimo
tetraeder v koordinatni sistem. Ogli²£e S naj leºi v izhodi²£u. Ogli²£a A, B in C
naj leºijo na ravnini z = v, pri £emer bomo v izra£unali s pomo£jo Pitagorovega
izreka, saj velja v2 + (
2
√
3r˜
3
)2 = R˜2. v lahko torej izrazimo kot v =
√
R˜2 − (2
√
3r˜
3
)2.
Teºi²£e ploskve nasproti S je to£ka, ki leºi na (0, 0, v). Naj bo to£ka C(0, 2
√
3
3
· r˜, v).
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Torej sta ostali ogli²£i A(−r˜,−
√
3
3
· r˜, v) in B(r˜,−
√
3
3
· r˜, v). e bi poznali normali
obeh ravnin, bi s pomo£jo formule cos(Φa,b) =
|n⃗a · n⃗b|
|n⃗a||n⃗b| lahko izra£unali diederski
kot med ravninama [18].
Ozna£imo z n⃗a normalo na ravnino ploskve z ogli²£i v S, B in C in podobno z
n⃗b normalo ravnine, v kateri leºijo ogli²£a S, A in C. Izra£unamo ju s pomo£jo
vektorskega produkta, dveh vektorjev v dani ravnini. Naj s Πa ozna£imo ravnino,
na kateri leºi ploskev tetraedra, nasproti stranici a. Njeno normalo bomo izra£unali
s pomo£jo vektorjev S⃗B = (r˜,−
√
3
3
· r˜, v) in S⃗C = (0, 2
√
3
3
· r˜, v) in zna²a
n⃗a = S⃗B × S⃗C = (−
√
3r˜v,−r˜v, 2
√
3
3
r˜2).
Podobno je normala ravnine Πb, izra£unana s pomo£jo vektorjev S⃗A in S⃗C, enaka
n⃗b = S⃗A× S⃗C = (−
√
3r˜v, r˜v,−2
√
3
3
r˜2).
Iz zgornje zveze (izrazi ena£bo s ²tevilko) lahko izrazimo diederski kot: Φa,b =
arccos
|n⃗a · n⃗b|
|n⃗a||n⃗b| . Izra£unajmo
|n⃗a · n⃗b| = |3r˜2v2 − r˜2v2 − 4
3
r˜4| = 2r˜2|R˜2 − 4
3
r˜2 − 2
3
r˜2| = 2r˜2|R˜2 − 2r˜2|,
pri £emer sta |n⃗a| =
√
4r˜2(R˜2 − r˜2) ter |n⃗b| =
√
4r˜2(R˜2 − r˜2). Ena£ba za diederski
kot Φab se glasi:
Φab = arccos
(2r˜2|R˜2 − 2r˜2|
4r˜2(R˜2 − r˜2)
)
= arccos
( |R˜2 − 2r˜2|
2(R˜2 − r˜2)
)
Diederski koti med ravninami Πa, Πb in Π : c so skladni. Prostorski kot tetraedra z
vrhom v S torej zna²a
Ω = (Φab + Φac + Φbc)− π = 3 · arccos
( |R˜2 − 2r˜2|
2(R˜2 − r˜2)
)
− π. (4.2)
e je kvocient 4π s Ω racionalen, potem smo dobili sferi, ki sta kandidatki, da med
njima obstaja Steinerjeva druºina sfer.
4.3 Prostorski kot
Predpostavili smo, da velja formula 4.2, kar moramo ²e dokazati. To bomo storili s
pomo£jo sferi£nega trikotnika, ki ga bomo upeli tetredrom SABC (slika 31).
Ugotoviti moramo v kak²nem razmerju sta dolºini daljice a in dolºina loka geo-
detke a′. e pogledamo pravokotni trikotnik, ki ima ogli²£a S, B in razpolovi²£e
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Slika 31: Sferi£ni trikotnik nad nad tetraedrom
daljice BC, znamo zapisati zvezo sin(
Φ
2
) =
a
2R
, iz katere izrazimo Φ = 2 arcsin( a
2R
).
Dolºina loka geodetke meri
a′ = RΦ = 2R arcsin
( a
2R
)
.
Za sferi£ni trikotnik velja kosinusni izrek [4, poglavje IV], ki pravi
cos a′ = cos b′ cos c′ + sin b′ sin c′ cosα,
oziroma
cosα =
cos a′ − cos b′ cos c′
sin b′ sin c′
.
V na²em primeru je osnovni tetraeder enakorob iz £esar sledi, da so tudi loki geodetk
enako dolgi, zato lahko ena£bo poenostavimo:
cosα =
cos a′ − cos2 a′
1− cos2 a′
cosα =
cos a′
1 + cos a′
α =arccos
( cos a′
1 + cos a′
)
Girardov izrek pravi, da za sferi£ni trikotnik velja ena£ba
P = α + β + γ − π, (4.3)
pri £emer smo s P ozna£ili povr²ino trikotnika. Povr²ina pa nam pove kolik²en je
prostorski kot: Ω =
P
R2
.
V na²em primeru so α = β = γ. Torej zna²a prostorski kot:
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Ω =3 arccos
( cos a′
1 + cos a′
)
− π,
Ω =3 arccos
( cos(2R arcsin ( a
2R
)
)
1 + cos(2R arcsin
(
a
2R
)
)
)
− π.
Imamo le ²e nalogo pokazati Girardov izrek 4.10, kar si bomo pomagali z [16].
Izrek 4.10. Povr²ina sferi£nega trikotnika s koti α, β in γ je α + β + γ − π.
Slika 32: Dvokot DAA′
Dokaz. e na sferi ºelimo narisati najve£jo kroºnico dobimo glavne kroºnice, ki
so presek med sfero in ravnino skozi sredi²£e sfere. Dve razli£ni glavni kroºnici
omejujeta lik na sferi, ki ga imenujemo dvokot (slika 32). Ozna£imo dvokot vpet
med glavnima kroºnicama, ki potekata med A in A′ z DAA′ . Povr²ina dvokota, ki
ima pri A kot α = 2π meri, kar celo povr²ino kroga 4π. Povr²ina poljubnega dvokota
torej meri 2α.
e na sliki 33 pogledamo dvokote DAA′ , DBB′ in DCC′ in se²tejemo povr²ino po
odsekih sfere ugotovimo, da ta meri: 4α + 4β + 4γ. Opazimo, da smo sferi£ni
trikotnik △ABC z povr²ino P pri se²tevanju upo²tevali kar ²estkrat, na sferi pa
leºita le dva (△ABC in diametralno nasprtni △A′B′C′). Od tod sledi, da povr²ina
sfere meri 4π = 4α + 4β + 4γ − 4P , oziroma:
P = α + β + γ − π.

5 Platonska telesa
Osredoto£ili se bomo le na primere, ko bo Steinerjeva druºina sfer taka, da se njeni
£leni kve£jemu dotikajo in nimajo pravega preseka. Od vseh postavitev tetraedrov,
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Slika 33: Merjenje povr²ine s pomo£jo dvokotov
bodo resni kandidati za tvorjenje Steinerjeve druºine sfer, le tisti, ki nam bodo
ponudili celo²tevilske re²itve pri deljenju polnega prostorskega kota z prostorskim
kotom tetraedra v vrhu S. Tako je na²a naslednja naloga pokazati, da s postavitvijo
zaprte Steinerjeve druºine sfer med dvema koncentri£nima sferama s sredi²£i dobimo
ravno Platonsko telo.
Deﬁnicija 5.1. [19] Platonsko telo je konveksi polieder, ki ima za stranske plo-
skve pravilne mnogokotnike, z zna£ilnostjo, da se v vsakem ogli²£u stika isto ²tevilo
stranskih ploskev.
Ugotovili smo ºe, da so sredi²£a sfer Steinerjeve druºine sfer med seboj oddaljena
za 2r˜ in po tri paroma sosedna sredi²£a tvorijo enakostrani£ne trikotnike. Stranske
ploskve so pravilni mnogokotnik, kar je bil eden od pogojev. Ker so vse sfere enake,
je vsaka veriga Steinerjevih sfer okoli poljubne sfere, ki leºi med sferama K in L,
sestavljena iz enakega ²tevila sfer. To pa pomeni, da je sredi²£e neke sfere iz D sti£i-
²£e konstantnega ²tevila ploskev, za poljubno izbrano sredi²£e. Konveksni polieder
je deﬁniran kot presek kon£nega ²tevila polprostorov, ki ne leºi ves v eni ravnini.
e dokaºemo, da obstajajo samo tri Platonska telesa, ki imajo za stransko ploskev
enakostrani£ni trikotnik, potem smo dokazali, da izmed vseh kandidatov, ki smo jih
z kvocienti polnega prostorskega kota 4π in prostorskim kotom tetraedra pri vrhu S
dobili, obstajajo zgolj trije ekvivalen£ni razredi postavitev Steinerjeve druºine sfer.
Pri tem bomo dve postavitvi razumeli kot ekvivalen£ni, £e obstaja bijektivna pre-
slikava, ki to£ke ene postavitve preslika v to£ke druge postavitve. Torej obstajajo
tri razmerja obeh polmerov koncentri£nih sfer, za kateri obstaja zaprta Steinerjeva
druºina sfer.
Izrek 5.2. [10, izrek 12.15], [5, izrek 10] Pravilni poliedri, sestavljeni iz enakostra-
ni£nih trikotnikov, so samo £etverec ali tetraeder, osmerec ali oktaeder in dvajseterec
ali ikozaeder.
Dokaz. Naj bo P pravilni polieder z V ogli²£i, E robovi in F ploskvami, ki so
pravilni n kotniki, v vsakem ogli²£u pa se stika m robov. Veljata zvezi 2E = nF in
mV = 2E. Iz njiju in Eulerjeve zveze sledi, da je:
38
2 = V − E + F = 2E
m
− E + 2E
n
/
: E,
2
E
=
2
m
− 1 + 2
n
,
2
E
+ 1 =
2
m
+
2
n
.
e bi veljalo, da sta m,n ≥ 4, potem dobimo pogoj 2
E
+1 = 2
m
+ 2
n
≥ 2
4
+ 2
4
= 1, kar
je nemogo£e, saj velja E ∈ N. Torej velja n = 3 ali m = 3, hkrati pa vemo, da sta
oba m,n > 2 saj imajo pravilni mnogokotniki vsaj 3 robove, ter se v vsakem ogli²£u
poliedra stikajo vsaj trije robovi.
Poglejmo si najprej primer, ko velja m = 3, torej, ko se v vsakem ogli²£u poliedra
stikajo trije robovi.
• Naj velja enakost 2
n
=
2
E
+
1
3
=
6 + E
3E
, iz £esar sledi
n =
6E
6 + E
= 6− 36
E + 6
.
Ker je n naravno ²tevilo, ve£je od 3 in posledi£no E > 3, mora za zvezo 6+E
veljati, da deli 36. Torej 6+E = 12, 18 ali 36. Zahtevam zado²£ajo le primeri,
ko je (V,E, F,m, n) = (4, 6, 4, 3, 3), (8, 12, 6, 3, 4) ali (20, 30, 12, 3, 5).
• Naj sedaj velja, da je n = 3. Ker je zgornja ena£ba simetri£na glede na m in
n dobimo ²e naslednje primere: (V,E, F,m, n) = (4, 6, 4, 3, 3), (6, 12, 8, 4, 3) in
(12, 30, 20, 5, 3).
Nas zanimajo zgolj primeri, ko za ploskve poliedra uporabljamo enakostrani£ne tri-
kotnike (n = 3), zato si oglejmo vsak tak primer.
• Poglejmo si primer (4, 6, 4, 3, 3). Fiksirajmo ogli²£e A. Po predpostavki se v
njem stikajo trije robovi in posledi£no trije enakostrani£ni trikotniki. Ozna-
£imo jih △ABC, △ACD in △ADB. Ker imamo zdaj uporabljena ºe vsa
²tiri ogli²£a, ki so nam na voljo, ja na² polieder ºe zaklju£en. Tudi △BCD
tvorijo enakostrani£ni trikotnik. Dobljeno telo imenujemo pravilni £etverec ali
tetraeder.
• Naslednji primer z enakostrani£nimi trikotniki je (6, 12, 8, 4, 3).
Imamo 6 ogli²£, od katerih je vsak povezan s ²tirimi drugimi. Fiksirajmo ogli-
²£e A. Naj bodo B, C, D in E njegova sosednja ogli²£a, skupaj pa tvorijo
naslednje ploskve: △ABC, △ACD, △ADE in △AEB. Ozna£imo ²esto ogli-
²£e z F . Ta ni povezan z A, je pa zato povezan z ostalimi ²tirimi ogli²£i po
predpostavki, da je vsako ogli²£e povezano z ²tirimi drugimi ogli²£i. Dobljeni
polieder imenujemo oktaeder.
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Slika 34: Tetraeder
Slika 35: Oktaeder
• Zadnji od na²ih primerov je (12, 30, 20, 5, 3). Naj bo S ogli²£e iskanega poli-
edra. V njem se po predpostavki stika 5 ploskev, 5 enakostrani£nih trikotnikov.
Ozna£imo jih s △SAB, △SBC, △SCD, △SDE in △SEA. Poglejmo si rob
AB. Ta je rob dvema trikotnikoma △SAB in ²e enemu, katerega tretje ogli²£e
ozna£imo z A′. e bi bil trikotni △A′BC ploskev poliedra, potem bi se v
ogli²£u B stikali samo ²tirje robovi, kar je v nasprotju s predpostavko, da se
tam stika 5 robov. Zato je poleg △A′AB ploskev, ki ima za rob A′B tudi
△A′BB′, pri £emer B′ ̸= C. Podobno dokaºemo tudi obstoj C ′, D′ in E ′. Z
njimi pa dobimo nove enakostrani£ne trikotnike: △A′AB, △A′BB′, △BB′C,
△B′CD, △B′C ′D, △C ′DD′, △DD′E, △D′EE ′, △AEE ′, △AA′E ′. Imamo
ºe 15 ploskev poliedra in 11 ogli²£. Po predpostavki je teh 12. Za dvanajsto
to£ko izberemo to£ko N , ki je sosednja to£kam A′, B′, C ′, D′, E ′. e jo z
robovi poveºemo s temi ogli²£i, dobimo ogli²£e, v katerem se stika 5 robov. Na
ta na£in smo dobili pravilni dvajseterec oziroma ikozaeder.
Med dokazovanjem smo predpostavili nekaj zvez med ²tevilom ogli²£, robov in
stranskih ploskev, ki jih bomo sedaj dokazali. Najprej bomo obravnavali Euler-
jevo zvezo.
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Slika 36: Ikozaeder
Lema 5.3. [8] Naj bo V ²tevilo ogli²£, E ²tevilo robov in F ²tevilo stranskih ploskev
konveksnega poliedra. Velja zveza: V − E + F = 2.
Dokaz. Robove in ogli²£a konveksnega poliedra centralno projeciramo na sfero s
sredi²£em v 0. Za sferi£ni trikotnik velja α + β + γ = π + S, pri £emer smo z S
ozna£ili njegovo plo²£ino. Z σj ozna£imo vsoto notranjih kotov j-tega nj-kotnika na
sferi z Sj pa njegovo plo²£ino. Naj bodo ²tevila V , E in F kot zgoraj. Vsota vseh
notranjih kotov je enaka
∑
= V · 2π. To lahko zapi²emo tudi kot:
∑
=
F∑
j=1
σj = 2V π =
F∑
j=1
(
(nj − 2)π + Sj
)
=
F∑
j=1
njπ − 2πF +
F∑
j=1
Sj
=2Eπ − 2Fπ + 4π.
e ena£bo uredimo, dobimo ºeljeni izraz V − F + E = 2. 
Za dokaz izraza 2E = nF poskusimo pre²teti vse robove na²ega poliedra. Ker so
na²e ploskve pravilni n kotniki, ²tevilo vseh ploskev pa je F , nam desna stran izraza
predstavlja ravno ²tevilo robov ²tetih dvojno. Vsak rob smo ²teli pri obeh ploskvah,
katerih stik je.
Podoben razmislek nam dokaºe drugi uporabljen izraz mV = 2E. e ²tevilo robov,
ki se stikajo v ogli²£u, pomnoºimo z vsemi ogli²£i, dobimo ravno ²tevilo vseh robov
²tetih dvojno. Vsak rob je ²tet enkrat z enim ogli²£em, drugi£ z drugim ogli²£em, ki
mu pripada.
5.1 Steinerjeva formula v prostoru
e si ²e enkrat pogledamo ena£bo 3.2, vidimo, da ta velja tudi v prostorskem pri-
meru. Ozna£imo polmera na²ih sfer z R′ in r′, katerih sredi²£i sta na razdalji d,
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polmera njunih koncentri£nih slik pa z R in r. Za polmera koncentri£nih sfer velja,
da zado²£ata ena£bi:
(R′ − r′)2 − d2
R′r′
=
(R
r
+
r
R
− 2
)
.
eleli bi si ²e ena£bo, ki bi nam podala ²tevilo sfer v Steinerjevi druºini sfer med
koncentri£nima sferama. Do nje bomo pri²li na naslednji na£in.
Pisali bomo r˜ = |R−r|
2
in R˜ = R+r
2
. Razdalja med dvema sosednjima sredi²£ema sfer
z Steinerjeve druºine sfer je enaka a = 2r˜. Pomgali si bomo s formulo:
Ω = (Φab + Φac + Φbc)− π = 3Φ− π = 3 · arccos
( |R˜2 − 2r˜2|
2(R˜2 − r˜2)
)
− π.
Z Φ smo ozna£ili diederski kote med ravninami ploskev ob S. Ker ima na²e telo F
stranskih ploskev, potrebujemo F tetraedrov s katerimi okoli S sestavimo Platonsko
telo. Vsak tak tetraeder ima pri S prostorski kot Ω = 4π
F
. Iz obeh ena£b lahko
izpeljemo zvezo za diederski kot Φ =
4π
F
+ π
3
, po drugi strani pa smo ga izra£unali
s formulo 4.2. Od tod dobimo zvezo za ustrezna razmerja med polmeroma:
R˜2 =
2r˜2(1− cos(Φ))
1− 2 cos(Φ) =
2r˜2(1− cos( 4πF +π
3
))
1− 2 cos( 4πF +π
3
))
,
oziroma upo²tevajo£ R in r:
R = 3r − 4 cos
( 4π
F
+ π
3
)
r ± 2
√
2
(
1− cos
( 4π
F
+ π
3
))(
1− 2 cos
( 4π
F
+ π
3
))
r.
Slika 37: Konstruiranje ikozaedra
e upo²tevamo izrek 5.2, dobimo le tri moºna razmerja polmerov. Pri tetraedru
razmerje zna²a R˜2 =
2r˜2(1− cos(2π
3
))
1− 2 cos(2π
3
))
=
3r˜2
2
, oziroma R = (5 + 4
√
3
2
)r.
Podobno izra£unamo relacijo pri oktaedru, le da diederski kot tukaj zna²a Φo = π2 .
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R˜2 =
2r˜2(1− cos(π
2
))
1− 2 cos(π
2
)
= 2r˜2 oziroma R = (3 + 2
√
2)r.
Na koncu bomo izra£unali ²e razmerje polmera o£rtane kroºnice in stranice pri
ikozaedru. Diederski kot je Φi = 2π5 . Razmerje znapa R˜
2 =
2r˜2(1− cos(2π
5
))
1− 2 cos(2π
5
)
, kar
lahko z upo²tevanjem eksaktne vrednosti cos(2π
5
) =
√
5−1
4
preoblikujemo v R =(
4−
√
5 +
(3−√5)
√
10 + 2
√
5
2
)
r.
Dokazali smo naslednji izrek.
Izrek 5.4. Sredi²£a sfer s polmeroma R′ in r′ sta na razdalji d. Med njuni kon-
centri£ni sliki ustrezne inverzije lahko postavimo Steinerjevo druºino sfer z enakimi
polmeri r˜ okoli sfere s polmerom r, £e velja ena od naslednjih ena£b. Druºina je
sestavljena iz:
• ²tirih sfer, £e velja zveza:
(R′ − r′)2 − d2
R′r′
= 8,
takrat je polmer r˜ = (2 +
√
6)r;
• iz osmih, £e velja:
(R′ − r′)2 − d2
R′r′
= 4,
takrat je polmer r˜ = (1 +
√
2)r;
• ter iz dvajsetih, £e velja zveza:
(R′ − r′)2 − d2
R′r′
=
((
2−
√
5+
(3−√5)
√
10 + 2
√
5
2
)
+
1(
4−√5 + (3−
√
5)
√
10+2
√
5
2
)). ,
takrat je polmer r˜ =
(3−√5
2
(
1 +
√
10 + 2
√
5
2
))
r.
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Slika 38: Tetraeder
Slika 39: Oktaeder
Slika 40: Ikozaeder
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